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PROLOGO

En el presente libro, les problemas y ejercicios de anélisis
matemético se han escogido de acuerdo con el programa miximo
del curso general de matemiticas superiores que se estudia en los
centros de ensefianza téenica superior. Contiene miés de 3000
problemas sistematizados en capitulos (I—-X) y abarca la totali-
dad de las partes que constituyen el curso de matematicas superiores
de los mencionados centros de ensefianza (excepto Ja geometria
analitica). Se ha prestado especial atencién a lag partes que, por
ser mis importantes, requieren una mayor practica (determinacién
de limites, técnica de diferenciacién, construccién de las grdficas
de las funciones, técnica de integracidén, aplicacién de las inte-
grales definidas, series y resolucién de ecuaciones diferenciales).

Teniendo en cuenta que en algunos centros de ensefianza
superior se explican capitulos suplementarios al curso de mate-
méticas, los autores han incluido problemas de teoria de los campos,
del método de Fourier y de célculos aproximados. La préctica
pedagégica demuestra que el nGmero de problemas que se ofrecen,
no s6lo es mis que suficiente para cubrir las necesidades de los
estudiantes para reforzar précticamente el conocimiento de los
capitulos correspondientes, sino que también da al profesor la
posibilidad de hacer una seleccion variada de los problemas dentro
de los limites de cada capitulo y de elegir los necesarios para
las tareas de resumen y los trabajos de control,

Al principio de cada capitulo se da una breve introduccién
tedrica y las definiciones y férmulas mis importantes relativas
a la parte correspondiente del curso. Al mismo tiempo se ofrecen
ejemplos de resolucién de los problemas tipicos mds inleresantes,
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Con ello creemos haber facilitade a los estudiantes el empleo de
este manual de problemas al realizar sus trabajos individuales.

Se dan las soluciones de todes los problemas de cédleulo. En
las soluciones de aquellos problemas que van marcados con un
asterisco (+), o con dos (s2), se incluyen breves indicaciones para
su resolucién o resoluciones. Parte de los problemas se ilustran
con figuras para hacerlos mds comprensibies.

Este manual de problemas es el resultado de largos aiios de
cnseianza de la disecipliva, por parte do los autores, en los centros
de ensefianza téenica de ls Unién Soviética. En 81, ademas de
problemas y ejorcicios originales, se han recogido numerosos
problemas cuyo conocimiento es general.



Capitulo I

INTRODUCCION AL ANALISIS

§ 1. Concepto de funcion

1°. Nimeros reales. Los nimeros raciopales e irracionales se
denominan ndmoros reales. Por valor abseluto de un nimero real 2 se entien-
de un nimere no negative |a|, determinado por las condiciones: |a|=a,
siez0yle|=—a, si a< 0. Para dos nimeros veales cualesquiera ¢ y b
se verifica la dosigualdad

fetol<Llal4-|b1

2°. Definicion de la funcidn. Sia cada uno do los valores®)
que puede tomar unz magnitud variable z, pertencciente a un determinado
conjunto E, corresponde up valor dnico, finito v determinado de la mag-
nitud y, esta magnitud ¥ recibe el nombre de funcién (uniforme) de =z,
o de variable dependiente determinada on el conjunto F; x se llama argumento
o varieble independiente. El becho do que y sea funcién de z se¢ expresa
abreviadamente por medio de las notuciones: y=§(z) o y=F (z), ete.

Si a cada uno de les valores que pueda tomar z, pertenceiente a un
doterminadoe conjunto £, corresponden uno o varios valores de la magnitud
variablo y, esta miagnitud y se llama funcién multiforme de z, delerminada
en el conjunto EZ. En lo sweesivo, con la palabra «funcién» designaremos
vnicamente las funciones uniformes, siempre que de forma explicita no
se prevenga lo contrario.

3°, Campo de existencia de la fancidn. FEl conjunto de
valores de z, que determinan la funcién dada, se llama ecampo de existencia
o campo de definicién de la funcién.

En los casos mas elementales, el ¢awmps de existencia de las [unciones
representa: o un segmente [a, b), os decir, un conjunto de nimeros reales 2z,
que satisfacen a las desigualdades o <z < b; 0 un intervale 5 . b), es decir,
un conjunto de ndimeros reales z, que satiﬁacen a las desigualdades e <2 <7b.
Pero la estructyra del campo de existencia de las {funciones puede ser aiin
més compleja {(véase, por ej., el problema 21).

Ejemple 1. Determinar el campo de existencia de la funcidn
- i
V=UET
Solucidn., La funcién estard dolinida si
22 —1 50,

es decir, si [z|>1. De esta forma, el campo de exisloncia de la fumcion
Tepresenta un conjunto de dos intervalos: —oo <a <l —1 y 1<z < 00,

*) En adelante, todos los valores de las magnitudes gue se oxaminen se
supondrin reales, sicmpre quo de manera explicita no se indique lo contrario.
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4°. Funciones inversas. Si la ecoacién y—{ (z) admite solucion
tinica respecto a la variablo z, es decir, si existe una funcién z=g (v)
tal, que y = flg (¥)], la funcién z=g (), o siguiendo las nataciones uspales
y=g(z), se llama inversa con relacidn a y =/ {z). Es evideate quo g[f(z)] =
=z, e3 decir, que las funciones f(z) y g(z) son reciprocamente invarsas.

En el caso general, la ecuacién y=f(z) determinarf una funcién mul-
tiforme invorsa z=f=1(y) tal, que y = f ({1 (y)) para todas las g, gue sean
valores de la funcién f(z).

Ejemplo 2. Delerminar la inversa de la funcitén

y—1—2-x. (1)
Solucién. Resolviendo la ecuncién (1) respecto & z, tendremos:
F=—y

:
—lgd—un"
=%z @

Es ovidente que el campo de definicidn de la funcidn (2) sers:

—co<<y<1. . .
5°. Funpciones compunestas o |m£licitas, La funcién y de
[

z, dada por uma cadena de igualdades y=f («), donde u= g (z), etc., se llama
compuesta 0 funcidn de funcion.
La funcidn dada por una ecuacién gue no estd resuelta con respecto
a la variable degmndiente. recibo el nombre de implicita. Por ejemplo,
la ocuacitn z%4-y¥ =1 determina a y como funcién implicita de =.
. Representacion grfifica de las funciones. El con-
junto de puatos (z, y) de un plano XO¥, cuyas coordenadas estén relacionadas
entre si por la ecuacién y=:f(z), se denomina grdjica do dicha [uncién.

1**. Demostrar, que si @ y b son niimeros reales
hal—lbll<la—bi<|a]+]b].
2. Demostrar las siguientes igualdades:

@) labl=lal-{bl; o) |5|=d5 @20y
b) |aff=a% d) Vai=|al.

3. Resolver las inecuaciones:
a) |z—1}<<3; ¢} [2z41]|<<1;
b) |e41]|>2; d) |[z—1|<<|z+1].

4 Hallar f(—1), 1(0), f(1), 7(2), f(3) ¥y f(4), si f{z)=2—
— 827 4 11z—6.

5. Hallar (0), 1 (—7). /(=) 1 (3): 7m0 8 f@=
=V 14z

a
b

*} 1g z =logyg x, como siempre, designa el logaritmo decimal de] nimero x.



Concepto de la funcibn 9

6. Sea f(z)=arccos(lgz). Hallar 1 {55}, 7(1) ¥ 1 (10).
7. La funcibén f(z:l es lineal. Hallar dicha funcién, si

f=)=2y ()=~
8. Hallar la funcién entera y racional de segundo grado f(z),

9. Se sabe que, f(4)= —2 v f(5)=06. Hallar el valor apro-
ximado de f(4, 3), considerando que la funcién f{z}, en el seg-
mento 4<Lz<5, es lineal (interpolacién lineal de funciones).

- 10. Escribir una sola férmula que exprese la funcién

0, si 20,

empleando el signo de valor absoluto.
Determinar el campo de existencia de las siguientes funciones:

1. a) y=Vz+1; b) y=vz+1.
1

12. yﬂz—_? =

13. a) y=V z*—2; by y=g) 2*—2.

14%. y=yVZtz—2".

B, eV g e

V2+z
16. y=.|/ 12-—~I:]-.
17. y=1g gtz .
18. y=1g 28 —8z+42

-1 *
19. y =arc ens% i
20. I = arc sen (lg ;ﬁ) ‘
21.  y=Vsen2z.
22.  Sea f(z)=2a"—32®— 52?4 6z—10. Hallar
1
Q@)=+ 1f @+f(—) ¥ $@=7f (@)= (=2}

23. La funecién f(z), determinada en el campo simétrico
—l<g<1l, se denomina par, si f(—2x)})=f(z), e impar, si

f(—2)=—[(2)-
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Detorminar, cudles de las siguientes funciones son pares y
cudles impares:

2) f (&)= (& +a);
b) f(e)=V1+z4+22—V1—z+2%
0) f(z) =V @+ 1 +V (z— )%

d) f(z)=1g 72,

o) f(z)=lg (z+VT+22).

24*. Demostrar que cualquier funcién f(z), determinada en el
intervalo — /< z< [, puede representarse como la suma de una
funcion par y otra impar.

25. Demostrar que el producto de dos funciones paves o de
dos impares es una [uncién par, mientras que el producto de una
funciéon par por otra impar es una funcién impar.

26, La funcién f(z) se llama periddice, si existe un nimero
positivo 7' (periodo de la funcion) tal, que f(z+7)=f(z)
para todos los valores de z pertenecientes al campo de oxistoncia
de la funcién f(z).

Determinar cuédles de las funciones que se enumeran a conti-
nuacién son periédicas y hallar el perfodo minimo 7' de las mis-
mas:

a) f(z)=10 sen 3z;
b) f(z) =asen iz + bcosha;

o) f(@)=Vigm

d) f(z)=sen?x;

e) f(z)=sen () z).

27. Expresar la longitud del segmento y=MN y el drea §
de la figura AMN como funcién de z=AM (fig. 1). Construir
las graficas de estas funciones.

28. Las densidades lineales (es decir, la masa de una unidad de
longitud) de una barra AB=1{ (fig. 2) en sus porciones AC = [,
CD=1, y DB=13(l;+ I 4 l3=1) son respectivamente iguales a gy,
92 ¥ gs. Expresar la masa m de upa porcién variable AM =z de
esta misma barra, como funcién de z. Construir la grafica de
esta funcion.

29. Hallar ¢ [b(2)] ¥ $[9(2)], si §(2)=a* y $(@)=2"

30. Hallar f{f[f(2)]}, si f(z)=

{—z°
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31. Hallar f(z+41), si f(z—1)=2"

32. Sea #(n) la suma de » miembros de una progresidn arit-
mética.

Demostrar que:

fn+3)—3f (n+2)+3f (n+ 1) —f (r) =0.
33. Demostrar que, si
flx)y=kz4-b
v los niimeros #,, ¥; ¥ 73 constituyen una progresion aritmética,
también formarin una progresién aritmética los nimeros f(z),

flzg) ¥ f(29)- " )
34. Demostrar que, si f(z) es una funcién exponencial, es
decir, f(z)=a"{a>0), y los nimeros z;, T, ¥ xy constituyen una

D [
¥ t
g b
2 ,M
z
oo AT TR
x
£
Fig i Fig 2

progresién aritmética, los numeros f(#), f(zz) ¥ f(za) forman
upa progresion geoméfrica.
35. Sea

flo)=lg s,

Demostrar, que:

f@+fw=1(5%) -

36. Sea qa(a:)-—-% (@*+a™) ¥ 1p(:r)=% (a*—a™). Demostrar
que:
ple+=9@¢®+PEVE®
Y
$ (x4 y) =9 () ¥ {y) + @ @) P ().
37. Hallar f(—1), f(0) v f(1), si
L arcsenz, para —1 <20,
ﬂx)—{ arc tg z, para 0<<z<C+ 0.
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38. Delerminar las raices (ceros) y los campos de valores
positivos y de valores negativos de la funcién y, si :

a) y=14a; d) y=28—3z;
- X =g 2%,
b) y=2+z—3z% o) y.—Ig1+$.
¢} y=1—z+4z%
39. Hallar la funcién inversa de la y, si:

a) y=22+3; d) y=1lg5;
b) y==a*—1; e) y=arctg 3z.

) y=y1—=%

¢En qué campos estarin definidas estas funciones inversas?
40. Hallar la funcién inversa de

z, si z<0,
¥y= 22, s 2>>0.

41. Escribir las funciones que se dan a continuacién en forma
de cadena de igualdades, de modo que cada uno de los eslabones
contenga una funcién elemental simple (potencial, exponencial,
trigonométrica, etc.):

a) y=Q2z—51 ¢ y=lgtgs;
b) y=2008x; d) y=arcsen (3—>%).

42, Escribir en forma de una igualdad las siguientes funciones
compuestas, dadas mediante una cadena de igualdades:

a) y=u? u=senz;

b) y=arctgu, u=)"v, v=Iga;

2u, si u<0,
A ¥=lg a s
u=z*—1.

43. Escribir en forma explicita las funciomes y dadas por las
ecuaciones;

a) z?—axc cosy =m;
b) 10* 4 10¥ = 10;
) 2+ |y|=2y.
Hallar los campos de definicién de las funciones implicitas dadas.
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§ 2. Representacion gréfica de las funclones elementales

La construccién de las graficas de las funciones y={f{z) se eleciin, on
Jo fundamental, marcando una red suficientemente nuirida do puntos
M;(xy, y;), donde y;=/f(zy) (i=0,1,2,...), vy uniendo después estos ulti-
mos éntre af con upa linea, cuyo carcter debe teper cn cuenta la posicién
do los puntos intermedios. Para hacor las operaciones se recomienda el
empleo de la regla de célculo.

~——
LT
-
-
-

Fig.3

La comstruccién de graficas facilita el estudio de las curvas de Jas
funciones clementales mas importantes (véasc el apéndice VI). Partiendo

de la gréfica
y=1) (r)

con ayuda de constracciones geométricas elemontales obtenemos las gréfica
de las funciones:

1) yy=—1f(z), que es la represontacién simétrica de la grifica I
respecto al eje OX; .

; 2) %%”= i (—a), que es la representacidn simétrica de la grifica I' respecto

ai eje 3

3) y3=1 (z—a), que es la misma grifica ' desplazada a lo largo del eje
OX on la magnitud a;

4) yy="b-1(z), que ¢s la propia gréfica I' desplazada & lo largo del eje
OY en la magnitud & (fig- 3). ’

Ejemplo. Construir la gréfica de Ja funcidn

y=scn (z-—- -%) .
Solucibn, La linea buscada es la sinusoide y=sgenz, desplazada a
lo largo del eje OX, hacia la derecha, en la magnitud —J:,:'- (Eig. 4).
Construir las grificas de las funciones lineales (lineas rectas):

. y=kz, si k=0, 1, 2, 3, —1, —2.






